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Co dla Ciebie przygotowalismy?

O nas, projekt TuMatura
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Optymalizacja

Optymalizacja- jak to ugryz¢E?
Przyktady zadan maturalnych

Psss... sprawdz reszte naszych notatek na

Cieszymy sig, ze siegneliscie po nasze pomoce naukowe. Zyczymy Wam mitej nauki i

mamy nadzieje, ze nauka matematyki okaze sie dla Was przyjemnosciq. Piszcie do nas
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Obnizamy koszt przygotowania
sie do matury w Polsce

Wjﬂumo\czo ne

Czytasz notatki stworzone przez Zadania karty wzordw
w ramach projektu Tumatura. maturalne
s 5
Jesli uwazasz nasze materiaty za wartoSciowe - ? ’
wez udziat w anonimowym badaniu i pomoz

nam zmierzyg, ile kosztuje przygotowanie sie do
zdania matury w Polsce.
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CHECKLISTA WYMAGAN

SZCZEGOLOWYCH - CKE

STUDENCKI TIP OD OLI

. Zastanow sig, Co juz umiesz, a Co jeszcze wymaga przecwiczenia.
Warto zaglgdac tu raz na jakis czas - wtedy lepiej widzisz postep!

rozwigzuje zadania optymalizacyjne w sytuacjach
1 O dajgcych sie opisaé funkcjqg kwadratowgq.

ammp | OFTYMALZACA Wzory i wltasnosci

NAZWA WZzOR

. flx)=ax*+bx+c
WZOR NA

WSPOLRZEDNE e
WIERZCHOEKA 2a 4a
PARABOLI

Mato wzordw, widzisz?
Optymalizacja to przede
wszystkim praktykal
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Optymalizacja- jak
to ugryz¢

CZYM JEST OPTYMALIZCJA?

W zadaniach optymalizacyjnych, jak juz podpowiada nam nazwa, bedziemy
optymalizowaé nasze rozwiqzanie.

N

NajczeSciej optymalizujemy:
Optymalizowac¢ - «poszukiwac e pole,
najlepszego rozwigzania wedtug
wybranego kryterium, z uwzglednieniem
okreslonych ograniczen.»

e oObjetos¢,

e koszt/zysk,

e czas.

Na maturze, najlepszym rozwigzaniem
bedzie to najwigksze, bgdz najmniejsze.

e Wyobrazmy sobie, ze stoimy przed wyborem dziatki. Naszym priorytetem jest
to, by miata ona jak najwiekszg powierzchnig, czyli pole.

..Kto by nie chciat duzej dziatki? :)

e Dziwnym trafem okazuje sig, ze dostajemy w prezencie 100 metrow
ogrodzenia, ktérym mozemy jg otoczy¢. Jest to nasz obwaéd.

Na portalu aukcyjnym znajdujemy dostepne dziaiki:

45m

ﬁ Pole
45m * 5m = 225mA2

625mA2 35m

Pole

25m * 25m =

Pole N\

15m

15m * 35m= 525mA2 Q |

Sposrdd trzech powyzszych dziatek, kierujgc sig kryterium najwiekszej powierzchni
dziatki, wybralibySmy dziatke numer 1.

A co jesli istnieje inna dziatka, o tym samym obwodzie, ktéra ma wieksze pole? I jak
ja znalezc? To wtasnie na to pytanie odpowiemy, rozwiqzujqc zadanie
optymalizacyjne - jakie wymiary powinna mie¢ dziatka o obwodzie 100m, aby jej
pole byto najwigksze?
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Schemat
rozwigzania

MECHANIZM ROZWIAZYWANIE ZADANIA OPTYMALIZACYJNEGO

1.0znaczamy niewiadomq. Wyznaczamy dziedzinge zgodngq z treScig zadania.

2.Zapisujemy wzor funkciji, ktéry opisuje szukang wielkos¢.

3.Upraszczamy wzér do postaci funkcji kwadratowej z jedna niewiadoma.

4.0bliczamy wspétrzedng wierzchotka, bo to ona daje wartos§¢ najwiekszq
lub najmniejszq.

5.Sprawdzamy, czy otrzymany wynik nalezy do dziedziny.

6.Gotowe!

Dlaczego to wierzchotek funkcji kwadratowej wyznacza naszg wartos§¢
ekstremalng (najwiekszq bgdz najmniejszq)?

Warto§¢ y w wierzchotku jest Gdy wspbtczynnik a jest mniejszy od
wartosciq najwigkszego 0 (ramiona skierowane do dotu),
mozliwego pola. funkcja w wierzchotku osigga

najwyzszq wartosc.

Gdy wspotczynnik a jest wigkszy od Warto§é y w wierzchotku jest
0 (ramiona skierowane do gory), wartoscig najmniejszego
funkcja w wierzchotku osigga mozliwego pola.

najnizszq wartosc.
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Optymalizacja- jak
to ugryz¢

PRZECWICZMY TO!

Suma dwoéch nieujemnych liczb rzeczywistych x oraz y jest rowna 12.
Wyznacz x oraz y, dla ktorych warto§é wyrazenia 2xA2+yA2 jest

najmniejsza. Oblicz te¢ najmniejszg wartosé.

1.0znaczamy niewiadomagq i dziedzine.
Suma dwoch nieujemnych liczb rzeczywistych x oraz y jest rowna 12. Wyznacz x

oraz y, dla ktérych wartoS¢ wyrazenia 2xA2+yA2 jest najmniejsza. Oblicz te
najmniejszg wartos¢.

X = plevnsio. Posmwtu’manq icbo x> O xe R
t&ﬁ g FO&W("""’“”O\ Waba, ‘37/ 0, ¢ K

2. Zapisujemy wzor funkciji, ktory opisuje szukang wielkoSc¢.
Suma dwéch nieujemnych liczb rzeczywistych x oraz y jest rowna 12. Wyznacz x
oraz y, dla ktérych warto$€ wyrazenia 2xA2+yA2 jest najmniejsza. Oblicz te

najmniejszg wartos¢.

o) X .}_3 = /2 | baiee (3: A2 - X \\%TFGO SZUKAMY!
Z 2

(U)i,(xwg) = 02,})( ,.}.\j

3.Upraszczamy wzdr do postaci funkcji kwadratowej z jedna niewiadoma.

0 Pod st opmiam q S
(x)= o?,xz*fg/'l‘x)
:f(x) S2x2 4144 -24xTX*
F) >34 -2 14
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— Optymalizacja- jak
to ugryz¢

PRZECWICZMY TO!

Suma dwoéch nieujemnych liczb rzeczywistych x oraz y jest rowna 12.

Wyznacz x oraz y, dla ktorych warto§é wyrazenia 2xA2+yA2 jest

najmniejsza. Oblicz te¢ najmniejszg wartosé.

4.0bliczamy wspbtrzedng wierzchotka, bo to ona daje wartosé
najwiekszq lub najmniejszq.

wyznaczona funkcja
f(x)=3x2-24x+144

T oad

o> 0, wige ramiona

W(p,q) skilevowane o, do %Srj
b A
P==2% 1574
-b 24
Prea T A
q( = ‘ﬁ =% mo'i:emé 'E.E’.Z ?OdS‘EQuf&r ""37-"01(-20?1&? ok Rszoret —ankcﬁ-ll
I

ﬁ(é& 2.4 -R24-G+14y <4 - 36 +14q = 36
ALE CO To zwn4qceYé?
F‘msp\'ﬁ%n‘;dna X pierzchotke.

6&*&# to F::e,vnsm sawleana (erbo..
:_‘L' HSPS{‘,ﬂqdnm 13 mier2ch obla.,

Jetﬂr €o miniwmalno waytost {un&(_j'f.
(nEgcl!

x=4 4

Hindmodv o pm%os‘cr Q,xz +32 +o 96.

;12.‘({:8
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PRZYKLAD 4: DLA CIEBIE

Boisko w ksztatcie prostokqta ma wymiary 80 mx50 m. Chcemy wyznaczy¢ na nim
prostokqtny ogréd kwiatowy w taki sposdb, ze wszystkie cztery boki ogrodu sq
rébwnolegte do bokdw boiska, a ogréd znajduje sie w Srodku boiska. Odlegtosci ogrodu
od bokéw boiska wynoszg odpowiednio x wzdtuz dtuzszego boku i ywzdtuz krétszego
boku.

Suma odsunigé od bokdéw boiska wynosi 20 m.

Wyznacz najwiekszqg mozliwg powierzchnie ogrodu i oblicz jq.

4. Oznoczenio | r:jSunak
80 m
y Suma  odsunied:
2x + 2'\1 = 20
x x
50 m » x+y = 410
y, = A0 - x
| J

2. Pole oarodu Jako 'pu.nkr:‘jo. \'hednej zmiennﬁd
Nﬂmiar‘s osmdu:

szerokosd: 80 - 2x
wysokodd: 50 - 2y = 50 - 2(40 -x) = 30 + 2x

Tl g o (8~ 25ilE0 + o)

P{x) = —‘1|>t:z + 20x + 2400 «— 'Funkan kwadratowa (ramiono. W ddz)

3. Wierachotek Par‘aboh P(x) e
b h
Dla P(x) = ax* + bx + ¢, M= = e
a=-4, b= 20 !
My = = 20 S 2,5 } i_ =
= : ot 2,5 40
4. 'LrJnjmio\r'j onjmalnﬁ Odpowieoli:

ijiartf oarcdu: quww,lcsze. pole ma osréd

35 x 35 -] wﬂmiarach T5 m x 35 m.
A w

x= 25
y=40-x = #,5 }_’

5. Pcle MC-\LCS:’MG.IH& 2625 3
Poox = P(2,5) = (80 - 2-2,5)-(30 + 2-2,5) = #5-35 = 2625 m* P

Pole mak53 malne wynosi

Pamietaj, ze x i y to odsuniecia,
wiec aby otrzymaé dtugosci
bokéw, musimy ich warto$¢ odjqé
od wymiaréw boiska!
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PRZYKtAD 4: DLA CIEBIE

Dziatka budowlana ma ksztatt trapezu robwnoramiennego. Podstawy majg
dtugosci 500 m i 200 m, a wysoko$¢€ trapezu wynosi 80 m.

Z dziatki planuje sie wydzieli¢ prostokgtny teren pod budowe hali.

Dwa wierzchotki prostokgta majg naleze€ do dtuzszej podstawy, dwa do
ramion trapezu.
Jakie powinny by¢ wymiary prostokgta, aby jego pole byto najwieksze?
Oblicz to pole.

PRZYKtAD 5: DLA CIEBIE

Roznica dwbdch liczb x i y jest rowna 8 oraz x, y > 0 . Wyrazenie W jest sumq
podwojonej liczby y oraz potrojonego kwadratu liczby x zmniejszonej o jeden.
Wyznacz x oraz y, dla ktérych warto$€ wyrazenia W jest najmniejsza. Oblicz te
najmniejszg wartos¢.
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PRZYKtAD 6: DLA CIEBIE

Wiasciciel kawiarni przeanalizowat liczbe klientdéw w ciggu pierwszych 20 dni
po otwarciu.

Liczbe

K(n) klientéw w n-tym dniu opisuje funkcja:

K(n)=-nA2+161+120

gdzie nn to liczba dni (1<n<201).Podaj, ktérego dnia byto najwiecej klientdow
oraz ilu ich byto.

PRZYKtAD 7: DLA CIEBIE

Suma dwoéch liczb x i z wynosi 7

Wyrazenie M to suma pigciokrotnej liczby z oraz potrojonego kwadratu liczby
X zmniejszonego o 2.

Znajdz x i z, dla ktérych M jest najmniejsze. Podaj warto§¢ M.
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. Jesli potrzebujesz wigcej
L PI‘ZYI(I’GCIY dean matUI'dlnYCh przyk{qdéwl mozesz quisgé

= D sie na nasze laby :)

/Zgudnie z zalozeniem architekta okno na poddaszu ma mie¢ ksztalt trapezu \
réwnoramiennego, ktory nie jest rownoleglobokiem. Diuzsza podstawa trapezu ma miec
diugos¢ 12 dm, a suma dtugosci krotszej podstawy i wysokosci tego trapezu ma by¢
rébwna 18 dm.

Oblicz, jaka dtugosc powinna miec krotsza podstawa tego trapezu, tak aby pole
powierzchni okna byto najwigksze. Oblicz to pole. Zapisz obliczenia.

AL /

@ Uti?naaemae Fu.nMLJ'L l;.uadmr’(m:ej
oth = 1f
h n= 1¢-a

120lm R'a) s %sz)( |8~a)

@) thdzncuczenie us‘:;ot"nqdmjch
a=p= "g'=3

—

q®)=4(11+3) (4'3—5) M5
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e=» Przykiady zadan maturalnych
— D
v

Jesli potrzebujesz wigcej
przyktaddéw, mozesz zapisaé
sie na nasze laby :)

Dzialka ma ksztait trapezu. Podstawy AB i €D tego trapezu majg diugosci |AB| = 400 m
oraz |CD| = 100 m. Wysckosé trapezu jest réwna 75 m, a jegokaty DAB i ABC sa
ostre.

Z dziatki postanowiono wydzielié plac w ksztalcie prostokata z przeznaczeniem na parking.
Dwa 2 wierzchotkow tego prostokata maja lezed na podstawie AB tego trapezu, a dwa
pozostate — E oraz F -naramionach AD i BC wrapezu (zobacz rysunek).

100 m

im
plac przeznaczony na parking \

400 m

Wyznacz dlugodci bokéw prostokata, dla ktérych powierzchnia wydzielonego placu

bedzie najwicksza. Wyznacz t¢ najwigksza powierzchnig.
Zapisz obliczenia,

Wskazowka:
Aby powigzac ze sobg wymiary prostokata, skorzystaj 2 tego, 2e pole trapezu ABCD jest
sumg pdl trapezdw ABFE oraz EFCD:

k Pam:‘n = Pagpe + Pa;n,'n

B

~

@ Whtvoneme Fumux,ji lwo\dmto...cj

Z

1001400 .25 = 400-&23 .x*_too-;j‘@?

WO0x + _i!lt . 50[45-::)4' -J[?-S-x =
= lj = 400- dx
x(a00 -ax) = 400x—4x?

@ Uymarenie wienchoTua
p= 2p =g = 50
%:400*4X:'ZOC)

x=50 y=200
NGy iguszy r{ac

13
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e=» Przykiady zadan maturalnych

"’

Jesli potrzebujesz wigcej
przyktaddéw, mozesz zapisaé

= D sie na nasze laby :)

ﬂu‘ schronisku dla zwierzat, na ptaskiej powierzchni, nalezy zbudowaé ogrodzenie z siatki
wydzielajace trzy identyczne wybiegi o wspdlnych scianach wewnetrznych.
Podstawa kazdego z tych trzech wybiegdw jest prostokat (jak pokazano na rysunku).
Do wykonania tego ogrodzenia nalezy zuzy¢ 36 metrow biezacych siatki.

Schematyczny rysunek trzech wybiegow (widok z gory).
Linig przerywana zaznaczono siatke.

¥ ¥ ¥

-+ 4+
g 1mmTmmms e m—m—mee re—————-— i
| | I

] ! I I

| L | I

| ! | I

| : | 1
x| | wybiegl. ; wybieg2. : wybieg 3. |

I

| | I

| : | 1

| | I

i : | i

] | I
L S L e e i

Oblicz wymiary x oraz y jednego wybiegu, przy ktérych suma pol podstaw tych
trzech wybiegéw bedzie najwieksza. W obliczeniach pomin szerokoé¢ wejscia na

\kazdy z wybiegow. Zapisz obliczenia.

~

J

@ Utronenie Euntacj: @ Dzedziro

4x +6Lj =36

H’S'%X 6‘%,[:7 x<{8 xMO

3)‘.% = 3!(6'%);) — IQX -—2;(2

@ WiendchoTell i uarboedy

-b -9
P= 2a= =3 =45

3>o

— Suma pol Jf,s'|' mluughsaﬂ

y= 6-2-9 dla x-45
4=3

14
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Twoja kolej, czyli zadanka z CKE

Potrzebujesz pomocy w rozwiqzaniu zadan?
Zapraszamy na naszego Discorda.
Z checiqg pomozemy!

QZadonie 1.

rlozwazamy wszystkie prostopadiosciany ABCDEFGH, w ktorych krawedz AE jest 3 razy
diuzsza od krawedzi AB, a suma dlugosci wszystkich dwunastu krawedzi
prostopadloscianu jest réwna 48 (zobacz rysunek).

A STUDENCKI TIP OD NATI a

Niech P(x) oznacza funkcje pola powierzchni catkowitej takiego prostopadtoscianu
w zaleznosci od diugosci x krawedzi AB.

Wyznacz wzor | dziedzing funkcji P. Oblicz dlugesé x krawedzi AB tego
z rozwazanych prostopadloscianow, ktorego pole powierzchni calkowitej jest
najwieksze. Zapisz obliczenia.

15

Materiaty mozesz
tez wydrukowac
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Twoja kolej, czyli zadanka z CKE

Q Zadanie 2.

Zakfad stolarski produkuje krzesfa, ktére sprzedaje po 196 ziotych za sztuke. Wiasciciel,
na podstawie analizy rzeczywistych wplywéw i wydatkow, stwierdzit, ze:

e przychod P (w ztotych) ze sprzedazy x krzeset mozna opisac funkcja P(x) = 196x
» koszt K (w ziotych) produkcji x krzeset dziennie mozna opisac funkcja
K(x) = 4x* + 4x + 240
Dziennie w zaktadzie mozna wyprodukowac co najwyze] 30 krzeset.
Oblicz, ile krzeset powinien dziennie sprzedawac zaktad, aby zysk ze sprzedazy

krzeset wyprodukowanych przez ten zaktad w ciagu jednego dnia byt mozliwie
najwigkszy. Oblicz ten najwiekszy zysk.

Zapisz obliczenia.

Wiskazowka: przyjmij, ze zysk jest roznicg przychodu i kosztow.
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Twoja kolej, czyli zadanka z CKE

o Masz pytania? Napisz do
nas na instagramie!

Q Zadanie 3. ¥ TuMatura

oA,

A wyznaczenia trzech bokow pewnego kapieliska w ksztalcie prostokata nalezy uZyé liny
o diugosci 200 m. Czwarty bok tego kapieliska bedzie pokrywatl sie z brzegiem plazy, ktory ::f
w tym miejscu jest linig prosta (zobacz rysunek).

Kanat Stuencki

Oblicz wymiary a i b kapieliska tak, aby jego powierzchnia byta najwigksza.

QLY
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Twoja kolej, czyli zadanka z CKE

Q Zadanie 4.

~odzinna firma stolarska produkuje male wiatraki ogrodowe. Na podstawie analizy

rzeczywistych wplywow i wydatkow stwierdzono, ze:
+ przychéd P (w zlotych) z tygodniowej sprzedazy x wiatrakéw mozna opisaé funkcja

P(x) = 251x
« koszt K (w zlotych) produkcji x wiatrakow w ciagu jednego tygodnia mozna okreslic
funkgja K(x) = x* + 21x + 170.

Tygodniowo w zakladzie mozna wyprodukowaé co najwyzej 150 wiatrakéw.

Oblicz, ile tygodniowo wiatrakow nalezy sprzedac, aby zysk zaktadu w ciggu jednego
tygodnia byl najwiekszy. Oblicz ten najwigkszy zysk.

Zapisz obliczenia.
Wskazowka: przyjmij, 2ze zysk jest réznicg przychodu j kosztéw.
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Dziekujemy za wspdlng nauke. Mamy nadzieje,
ze zdobywanie wiedzy byto dla Ciebie
przyjemne. Do zobaczenia na studiach!

Powodzenial!

QUNPAC,

SLEDZ DALEJ!

| DOLACZ DO
OTUY STUDENCKIEJ
\.\9 MATURA " e o SPOLECZNOSCI!

b/ O
Yag sTuo™

@ www.tumatura.pl @kanalstudencki

(>) @tuMATURA n @kanal.studencki

@tumatura @ www.kanalstudencki.pl
@ kontakt@kanalstudencki.pl

Wydane przez Fundacje Kanat Studencki.
Wszelkie prawa zastrzezone.
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