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CHECKLISTA WYMAGAN

SZCZEGOLOWYCH - CKE

STUDENCKI TIP OD OLI

" Zastanow sig, Co juz umiesz, a Co jeszcze wymaga przecwiczenia.
Warto zaglgdac tu raz na jakis czas - wtedy lepiej widzisz postep!

Wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla
1 O kgtow od 0° do 180°, w szczeg6lnosci wyznacza wartosci
funkcji trygonometrycznych dla kgtéow 30°, 45°, 60°;

2 O Korzysta z wzoréw:

sina + cos?a =1 tga =

3 O Stosuje twierdzenie cosinuséw oraz wzér na pole tréjkqgta

1
P=—-a-b-sin
) V4

Oblicza kqty trojkqta prostokgtnego i dtugosci jego bokéw
przy odpowiednich danych

Wierze w Ciebie! J
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TRYGON

[ ] e )
Wzory i wlasnosci
OMETRIA vy
NAZWA WZOR
SR sin?a 4+ cos®’a — 1
TRYGONOMETRYCZNA
WZOR NA TANGENS tger = Si &
ZNAJAC SIN | COS P
NA SINUS KATA sin (180° — &) = sin«
ROZWARTEGO
NA COSINUS KATA cos (180° — a) = —cos
ROZWARTEGO
NA TANGENS KATA tg(180° — a) = —tga
ROZWARTEGO
TWIERDZENIE 2 _ a2 4
¢ =a” 4+ b° — 2abcos~y
COSINUSOW
POLE TROJKATA P= 5 a-b-siny
TROJKAT 45 45 90 TROJKAT 30 60 90
L)
o2 22
als
o
\ *5 60
A
o. A
> O
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KARTA WZOROW

TAKA KARTE DOSTANIESZ NA MATURZE!
NA CO ZWROCIC UWAGE?

« Definicje funkcji trygonometrycznych kata ostrego w tréjkacie prostokatnym

B
Z tych wzoréw bedziemy

korzysta¢ najczesciej

sina =

| ola

cosa =

@
i~
I
>la q
|/

c b A
s Definicje funkcji trygonometrycznych dowolnego kata
Ya
. y
sina ==
T
x Ni L )
cosa =— e zapominaj o przy tgicos
r M(x,y)
y : ' AN y
tga ==, oile x+#0 i
X [ ] !
o
gdzie ; N
r=|0M|=yx*+y?>0 x 0 x;

*  Whykresy funkcji trygonometrycznych
Na maturze podstawowej raczej

ys =sinx . .
Y nie skorzystasz z wykresow
N , 7
—T —=m 0 In T in 21 x _
~ 14 2 2 A y=tgx
1_.
T - 0 L b4 3 2
yT 2 2] 2,
Yy =cosx
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KARTA WZOROW

TAKA KARTE DOSTANIESZ NA MATURZE!
NA CO ZWROCIC UWAGE?

Przydatne przy stosowaniu wzoréw
redukcyjnych i twierdzeniu cosinusow.
Z tej tabelki zdecydowanie bedziemy

« Wartosci funkcji trygonometrycznych dla wybranych katéw duzo korzystac.

nie istnieje

e Funkgcje trygonometryczne sumy i réznicy katow

Dla dowolnych katéw a oraz § prawdziwe sg réownosci:

sin(a + B) = sina cos f + cosa sin f
sin(ae — B) = sina cos f — cosa sin
cos(a + 8) = cosacos B —sinasinf

cos(a — 8) = cosacos B+ sinasinf

Ponadto:
tga +t T
tg(a+3)=ﬁ gdy a,ﬁ,a+ﬁ¢f+kﬂ', keZ
tg(a — B) = tea—tgh d X fkn kez
gla—p T 14tga-tgp gdy afa ‘8*2 ™
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KARTA WZOROW

TAKA KARTE DOSTANIESZ NA MATURZE!
NA CO ZWROCIC UWAGE?

¢ Funkcje trygonometryczne podwojonego kata

sinZ2a = 2sina cosa
cos2a = cos? a — sin®a
cos2a = 2cos’a —1
cos2a =1—2sin%a

2tga

——_  oile tga istniejei tg?a # 1
e g jei tg

tg2a =

* Wybrane wzory redukcyjne

sin(90° — a) = cosa cos(90° — a) = sina

sin(90° + a) = cos a cos(90° + a) = —sina

sin(180° — a) = sina cos(180° —a) = —cosa tg(180° — a) = —tga
sin(180° + a) = —sina  cos(180° + a) = —cosa tg(180° + a) = tga

Najczesciej bedziesz poproszony
o policzenie funkcji 120°, 135° i 150°

QTU
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KARTA WZOROW

TAKA KARTE DOSTANIESZ NA MATURZE!
NA CO ZWROCIC UWAGE?

e Sumy, réznice i iloczyny funkcji trygonometrycznych

a a— a+ a—

sina +sin f = 2sin cos k cosa + cosff = 2 cos ﬁcos p
2 2 2 2

: , a+tf a—pf at+f a—f
sina —sin 8 = 2 cos 5 sin— cosa —cos § = —2sin 5 sin—

sina -sinff = —%[cos(a + ) —cos(a — B)]
cosa - cosf = % [cos(a + B) + cos(a — B)]

sina - cosf = %[sin(a + B) + sin(a — B)]

e Okresowosé funkcji trygonometrycznych

Dla kazdego kata « iliczby catkowitej k prawdziwe sa zwiazki:

sin(a + k - 360°) = sina cos(a + k - 360°) = cosa

Ponadto jezeli a # 90° + m - 180° (gdzie m € Z), to:

tg(a + k-180°) =tga

QTU
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Funkcje
trygonometryczne

CZYM ZAJMUJE SIE TRYGONOMETRIA?

Trygonometria to dziat matematyki, ktéry zajmuje sie badaniem trojkqtow,
zwtaszcza trojkqtdw prostokgtnych. Stuzy do opisywania zalezno$ci migdzy
bokami i kgtami tréjkqta.

W skrocie

......................................................................

Proporcje bokéw w tréjkqcie

Czesé toja!
@ prostokgtnym. Operujemy na

Trojkqgtek

N/
JL

Tréjkgt prostokqgtny — trojkagt, ktéry ma TYLKO jeden kgt prosty (90°).

......................................................................

KILKA PODSTAWOWYCH DEFINICJI

Przeciwprostokgtna - najdtuzszy bok w tréjkqcie prostokgtnym, lezy
naprzeciw kqta prostego (90°).

Przyprostokqgtna - kazdy z dwbdch krotszych bokdédw w tréjkgcie
prostokgtnym. Sq one przylegte do kgta prostego. Jeden z nich przylega do
kata, ktory rozpatrujemy, a drugi lezy naprzeciw niego.

.Y
e

O o,
c /4,,
B V)
o %,
X O
o &
- (o)
» %
0 %,
o
e (o2
N
o

To sqg dwie siostry,
blizniaczki!
Mogq miec€ rdzne dtugosci

ale nie  przyprostokgtna
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FUNCKJE TRYGONOMETRYCZNE JAKIE POZNASZ

Na poziomie podstawowym poznajemy trzy funkcje trygonometryczne.

Oto one:

i a
SINUS (sin) - stosunek dtugosci sina — —
przyprostokgtnej lezgcej naprzeciw c
kagta do dtugosci przeciwprostokgtne;.
Cosinus (cos) - stosunek dtugosci b
przyprostokgtnej przylegajgcej do kqta cCoOSa = —
do diugosci przeciwprostokqgtne;j. ¢
Tangens (tan) - stosunek dtugosci a
przyprostokgtnej lezqcej naprzeciw tga = —
kagta do dtugosci przyprostokgtne;j b

przylegajgcej do kqta.

N

PST! Jest jeszcze cotanges, ale nie musisz go umie¢ na maturze podstawowey.

JAKIE WARTOSCI PRZYJMUJA FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE W KAZDEJ CWIARTCE

N
sia sin
tq - kg

L cwiartce.

Na maturze podstawowej skupimy
sie jedynie na pierwszej i drugiej

1= A

WARTOSCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH DLA WYBRANYCH KATOW

30° 45° 60° 90°
| A {z A A
sina _—
Z Z z
3 z 4
o | 2 | T | 7 O
3
— e )
e < i ‘(2)) (s tnije,
\ STUDENCKI TIP OD EMI
oliey Nie musisz pamietac tych wartosci.

Wszystko znajdziesz w tablicach wzorow!

oLy
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JAK WYLICZYC SIN, COS | TG DLA KATA ROZWARTEGO

Moze sie zdarzy€, ze zostaniesz poproszony o obliczenie funkcji sinus,
cosinus lub tangens dla kgta wigkszego niz 90°. W takim wypadku nie
uzyjesz wczedniej poznanych wzordéw. Z pomocq przychodzi karta z wzorami
matematycznymi w dziale trygonometria znajdziesz ponizszy rysunek.

y Y4
sina ==

E

X
cosa =—

i M(x,y)

T T e y
tga ==, oile x#0 |

X :

LT
gdzie ‘\

r=|0M|=+/x2+y2>0 x 0 ‘

|OM| to dtugo$éé odcinka M to punkt o wspbtrzednych (x,y). Dtugosé
od punkty O do punktu M odcinka x i y, odczytujemy z osi wspdbtrzednych.

Jak obliczy¢ funkcje za pomocqg powyzszych wzoréw?

PRZYKLAD 1
Zatbzmy, ze nasz punkt M ma wspodtrzedne (-3, 4). Policzmy zatem sin, cos i tg

l.Liczymy z twierdzenia Pitagorasa dtugosSc¢ r, czyli dlugo$S¢ odcinka [MO|=|OM|
%2},2 +42 =t Yy

46 =25 _iom-= ‘
(‘7'—~25 7~ ‘OM|"N0| M('3'4)_q

2. wyznaczamy X iy \
0=(0, 0) X

A4

ot

X= -5 -
y=

3. obliczamy sin, cos i tg, czyli teraz tylko podstawiamy do wzorkéw

_ - o STUDENCKI TIP OD NATI
st x=ow 5 Tak jak dtugos¢ odcinka x odczytujemy z osi X,
P —XF - -2 tak dtugosc¢ r=|OM| nie mozemy odczytac z
‘f_ wykresu lub zmierzy¢ na oko, trzeba go
&:%u = —‘é:— = - policzyc.

Czemu? Lezy on ukosnie wzgledem osi
wspotrzednych.

QTU
19 -V MATURA ==



JAK WYLICZYC SIN, COS | TG DLA KATA ROZWARTEGO

Co jesli nie znamy wspbirzednych punktu M? Wtedy z pomocq przychodzqg

ponizsze wzory sq to tzw. wzory redukcyjne.

sin (180° — «) = sin &

cos (180” — a) = —cosa

tg(180° —

Jak to dziata?

PRZYKtAD 1
Chcemy obliczy€ sin 135°

1. Korzystamy z tego wzoru:

sin (180" — a) = sina

2. Podstawiamy co wiemy:

alfa u nas to 135*

sin (480°- 435°) = sin 45°

3. Patrzymy do tabeli i odczytujemy
wartos¢

2
sin 48° = =&

4. Odpowiedz

)

13

30° 45 60° 90
a il 1 1 i
gT[ Zﬂ' 51’[ ETL’
sina l E ﬁ 1
2 2 2
cosa E E 1 0
2 2 2
tga E 1 V3 nie istnieje
3
QTU
-V MATURA ==
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PRZYKLAD 2
Chcemy obliczy¢ cos 120°

1. Korzystamy z tego wzoru: 2. Podstawiamy co wiemy:
Pamigtaj o -.
[\We wzorach
cos (180" — a) = — cos o cos (480°— 420°) =-cos 60° redukcyjnych przy
cosinusie pojawia sie
minus
3. Patrzymy do tabeli i odczytujemy o° 30° 45° 60° 90°
warto§¢ ¢ 0 1 L o i
6 4 3 2
sina 0 l ﬁ ﬁ 1
4 2 2 2
——"y V3 V2 1
~ oS GOO =2 cosa 1 73 72 > 0
j tga 0 g 1 V3 nie istnieje
4. Odpowiedz
PRZYKLAD 3 - DO ZROBIENIA DLA CIEBIE
Chcemy obliczy¢ tg 150°
1. Korzystamy z tego wzoru: 2. Podstawiamy co wiemy:
tg(180° — a) = —tga
3. Patrzymy do tabeli i odczytujemy 0° 30° ik ol i
2 2 a 1 1 ik 1
WOrtOSC 0 g er Eﬂ’ Eﬂ
sina 0 l E E 1
2 2 2
cos 1 E ﬂ l 0
2 2 2
tga 0 g 1 V3 nie istnieje

4. Odpowiedz:

QTU
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— @ Wyjatkowe Tréjkaty

CO JEST TAKIEGO WYJATKOWEGO W TYCH TROJKATACH?

Trojkgty o kqtach (45°, 45°, 90°) i (30°, 60°, 90°) sq wyjgtkowe, poniewaz ich
boki majg state, proste proporcje, dzieki czemu tatwo mozna obliczyé
dtugosci bokéw, znajgc tylko jeden z nich (w poréwnaniu w Pitagorasie,
potrzebujemy dtugosci dwoch bokéw). Sq to tzw. trojkgty szczegdlne, czesto
wykorzystywane w zadaniach maturalnych, gdzie szybkie znalezienie
proporcji bokdw jest przydatne.

+

+A Jesli dostaniesz zadanie, gdzie masz dang diugosé¢ tylko jednego boku to
* wiedz co tu sig¢ Swieci - wtasnie te trojkqty!

TROJKAT 45 45 90

Pierwszym z wyjgtkowych tréjkgtéw to ten o kgtach 45 45 90.
Oto jego zaleznoSci:

Jesli trojkat jest
rbwnoramienny to dwa

WEtASNOSCI TEGO TROJKATA: '
kqgty u podstawy majq

o LN

: réwnoramienny o .SE) oufy) HELCI el mUlelt
. prostokgtny ' o
- kqty 45,45,90 :
eeeeeeeeeeeeeeessseseeme et 4 Tutaj mamny \
blizniaczki o-
ramie
PRZYKEAD 1

Wiemy, ze tréjkat jest prostokgtny, roéwnoramienny. A takze, ze
przeciwprostokqgtna ma dtugoS¢ 8. Chcemy obliczy¢ pozostate ditugosci
bokow.

180° -Q0°=80° @ wieny e a{2=% chcem\j oblict L&C a
go°: 2 =45° a{2 =¢ {'J-Z
- 200 =31 /2
) a = 4(2

Dzielimy na dwa bo trojkgt D (¥
jest rownoramienny!

N\ STUDENCKI TIP OD EMI
b3} | Jesli zapomnisz tych zaleznoSci. Mozesz wyliczy¢ brakujgey bok
korzystajgc z twierdzenia pitagorasa.

QLy
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TROJKAT 30 60 90

Drugi wyjgtkowy trojkat jest potowq tréjkgta rownobocznego.
Wystepujg w nim ponizsze zaleznoSci.

WtASNOSCI TEGO TROJKATA:
potowa tréjkagta :
rébwnobocznego x

prostokgtny
kqty 30,60,90

...............................................

™

N

PRZYKLAD 2

Wiemy, ze tréjkqt jest prostokqty oraz kqty sq w stosunku 1:2:3. A takze, ze
przeciwprostokgthna ma diugos¢ 6. Chcemy obliczyé pozostate diugoSci
bokow.

® prypominamy sobie zaleznofci oAl ody tujem
/z'eljp 2a= 6ﬂ ! 1

@ wiemy Z€ Stosunele ok +rofuata jer 3:2:1

A80° = ©6x

X = TB;"\ 3I+2+1 2a=6
x = 60°

& = go°

ter wieM\j ie mamy teojuat go°, 60°,%0°

STUDENCKI TIP OD EMI
Pamietaj aby dobrze umiejscowic boki,
zwiaszceza kiedy trojkqt bedzie odwrocony.

PRZYKtAD 3- DO ZROBIENIA DLA CIEBIE

Wiemy, ze tréjkat jest prostokgty oraz dwa pozostate kqty sq takie same. A
takze, ze przyprostokgtna ma dtugos¢ 3. Chcemy obliczy¢ pozostate diugoSsci
bokow.

oLy
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Twierdzenie
cOoSIiNUSOwW

TWIERDZENIE SINUSOW- DEFINICJA

Twierdzenie cosinusdw pozwala nam obliczy¢ brakujgcy trzeci bok tréjkgta w
sytuaciji kiedy znamy dtugosci pozostatych dwbdch bokdédw oraz miare kqgta
migedzy nimi

2 =a® +b* —2abcosny

PRZYKtAD 1

Mamy tréjkqt ABC |AB| = 2 |AC| = 5 a cos kqta miedzy nimi wynosi 3/5. Chcemy
obliczy¢ bok |BC]|

1. Korzystamy z tego wzoru: 2. Podstawiamy co wiemy:
2 2 2
c¢” =a” +b” — 2abcosy "= 9%+ 5%+ 2252
3. Obliczamy

2
B| = &4t 25+ 12 STUDENCKI TIP OD EMI

7 W - Whbrew pozorom jest to przydatne
|BCI™ = A © twierdzenie zwtaszcza przy zadaniach

PRZYKLAD 2: DO ZROBIENIA DLA CIEBIE

Mamy tréjkqt ABC |AB| =10 |BC| = 5/3 |AC| = 5. Oblicz cos kqta przy
wierzchotku B

1. Korzystamy z tego wzoru: 2. Rysunek pomocniczy:

¢ =a® +b* — 2abcosy

3. Podstawiamy co wiemy i obliczamy

QLY
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Pole tréojkagta

Na pewno znasz ten wzdér na pole trojkqta

1
P = —ah
2

Co jesli nie mamy wysokoSci lub wszystkich bokéw trojkqta? Istnieje
praktyczny sposob, ktéry umozliwia wyznaczenie pola tréjkgta, gdy znamy
dtugosci dwbdch jego bokdéw oraz kgt migdzy nimi.

Oto on:

—absiny

Jak to dziata?

PRZYKtAD 1

Chcemy obliczy¢ pole tréjkgta ABC wiedzqc, ze |AB| =10, |IBC| = 12 a kqt
miedzy nimi jest kgtem prostym.

1.Korzystamy ze wzoru 2. Wyznaczamy sin 90°

1
P = Sabsiny sin 90° = 4

3. Podstawiamy co wiemy i obliczamy A

P=%40421 AO
P= 60 —. L

Odpowiedz ) Al [

Qv
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PRZYKtAD 2
Chcemy obliczy¢ pole trojkqta ABC wiedzqc, ze |AB| = 5, |IBC| = 7 a kgt
migdzy ma miare 30°.

1.Korzystamy ze wzoru 2. Wyznaczamy sin 30°

1
P = §absin7

3. Podstawiamy co wiemy i obliczamy

PRZYKtAD 3- DO OBLICZENIA DLA CIEBIE

Chcemy obliczy¢ pole tréjkgta ABC wiedzqc, ze |AB| = 3, IBC| = 5 a kgt miedzy
ma miare 45°,

l.Korzystamy ze wzoru 2. Wyznaczamy sin 45°
I .
P = §ab sin 7y

3. Podstawiamy co wiemy i obliczamy

STUDENCKI TIP OD NATI
. B Rysunki w zadaniach gdzie mamy figury geometryczne,
dtugosci bokow, kqty to klucz do sukcesul!

QTU
19 -V MATURA ==



. Jesli potrzebujesz wigcej
e=» Przykiady zadan maturalnych

przyktaddéw, mozesz zapisaé
= D sie na nasze laby :)

Kat a jest ostry oraz cosa = %—g

Dokoricz zdanie. Wybierz wiasciwa odpowiedz sposréd podanych.

Tangens kata a jest rowny

A B. c. -~ 18

25

=R
R~

o
©
|

SPOSOB 1

@ rysujemy t(éJ'Aa{ &)omocmcnj Lz COSK= 24

wbemxjjve g
_15

/

X - 24
X 24 o e
@ z v {litagorasa .
Ubticz(fm\j aZ+ 24°% — 252 ® Obl'cw\m\} igb(
a” = 43
a=3

SPOSOB 2

@ Luomﬁs’cam\ﬁ e Wiocw. sieK 4 cosix =1

4\
%25 +sink =1

§76 _ 2
A e sin“K
48 A
Slnlzb( 625 — 25
sinX
&) konyskamy ze wzom o = cosx
==
25
= * .15 =+
4 2 B
24 s 74 T z4
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e=» Przykiady zadan maturalnych

"’

— D

Jesli potrzebujesz wigcej
przyktaddéw, mozesz zapisaé
sie na nasze laby :)

Dla kazdego kata ostrego a wyrazenie cos a — cos « - sin?

A. cos®a B. sina C. 1—sina

a jest rowne

D. cosa

® Awycieg amy  €os X ?neot na wias

cos k(A — SHDKZ>

@ L(,omﬁsi‘amxj 2 sin? vcos® =

cos x ( cosg+ Sink

®

cos X + cos?x

® W‘Jﬂib\ ost a’cec?n-j

Cos ?’M
N N—

sinusy nam o kaya

- Sln_&)

Przyprostokatna AC trdjkata prostokatnego ABC ma diugosc 6,

a przeciwprostokatna AB

ma diugosé 3v/5. Wiedy tangens kata ostrego CAB tego trojkata jest rowny

A —

J5 2J5
; B.—5- c

N =

D.2

® Wonystumy 2 buier drenia Pitagorasa

62+ |cal® = @rs)‘
36 + |cB|* = 45
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Jesli potrzebujesz wigcej
przyktaddéw, mozesz zapisaé

— D sie na nasze laby :)

-

W kartezjariskim uktadzie wspélrzednych (x,y) zaznaczono kat ¢ o wierzchotku
w punkcie 0 = (0,0). Jedno z ramion tego kata pokrywa sie z dodatnig potosia Ox,
a drugie przechodzi przez punkt P = (—3,1) (zobacz rysunek).

¥

P=(-31) 2

1t
} } 4 o \.' il I

—3—2—1":j 1 2 3 X
-1

Dokonicz zdanie. Wybierz wlasciwa odpowiedz sposrod podanych.
Tangens kata a jest rdwny

vh el o) ()

~

A

@ wymacamy X Ly
x= =3
y=4
@ konystamy . ze. uzoru +gx =%<-

4
gx=-3

Liczba sin® 20° + cos? 20° - sin 20° jest réwna

A. cos 20° B. sin20°

C. tg20° D. sin20° - cos 20°

@ wdciagam% sin 20° pred. nawnias

sin 20° ( sin" 20° + cos?20°)
(o /
\Kf

4
§in 20° -1 = gin 20°
[ W— ]
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Twoja kolej, czyli zadanka z CKE

STUDENCKI TIP OD NATI a
Potrzebujesz pomocy w rozwiqzaniu zadan?
Zapraszamy na naszego Discorda.

Z checiqg pomozemy!

QZadonie 1.

A

Kat « jestostry oraz sina = g
Dokoncz zdanie. Wybierz wilasciwa odpowiedz sposrod podanych.

Tangens kata a jest rowny

/5 2 2/5 3/5
A - B 3 C. = D. =
Q Zadanie 2.
Kat a jestostryi cosa = 2—?
Dokoricz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz spo$rod podanych.
Sinus kata a jest rowny
24 5 25 V6
A. 9 B. 7 C. 9 D. -
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Materiaty mozesz
tez wydrukowac
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https://discord.com/invite/EuKqkyygCr
https://discord.com/invite/EuKqkyygCr
https://discord.com/invite/EuKqkyygCr
https://discord.com/invite/EuKqkyygCr

Twoja kolej, czyli zadanka z CKE

o Masz pytania? Napisz do
nas na instagramie!

Q Zadanie 3. ¥ TuMatura
Dla kazdego kata ostrego @ wyrazenie sin* @ +sina - cos? a jest rowne el
A. sinfa B. sin®a - cos?a
C. sinfa+1 D. sin®a - (sina + cos @) - (sina — cos a)

Q Zadanie 4.

W rombie o boku diugosci 6vZ kat rozwarty ma miare 150°.
Dokoricz zdanie. Wybierz wltasciwg odpowiedz sposréd podanych.

lloczyn diugosci przekatnych tego rombu jest réwny

A. 24 B. 72 C. 36 D. 36V2
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https://www.instagram.com/tumatura/
https://www.instagram.com/kanalstudencki/

Twoja kolej, czyli zadanka z CKE

Q Zadanie b.

Kat a jest ostry oraz 12 + 12 :69_4,
sin” a cos” a

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Warto$¢ wyrazenia sina - cosa jest rowna

8 3 64 9
A.§ B.§ C'T D.a
QZGdome 6.
Nige istnieje kat ostry « taki, ze
; T 2 5 . _ 12
A.sma—§ i cosa=7 B sing =17 i cosa =17
. 3. _ 4 _ 9 =
C.sma—g i cosa=z D sine=7¢ i cosa=1¢
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Dziekujemy za wspdlng nauke. Mamy nadzieje,
ze zdobywanie wiedzy byto dla Ciebie
przyjemne. Do zobaczenia na studiach!

Powodzenial!
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SLEDZ DALEJ!
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Cieszymy sig, ze siegneliscie po nasze pomoce naukowe. Zyczymy Wam mitej nauki i
mamy nadzieje, ze nauka matematyki okaze sie dla Was przyjemnosciq. Piszcie do nas
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	CHECKLISTA WYMAGAŃ SZCZEGÓŁOWYCH - CKE
	STUDENCKI TIP OD OLI
	UCZEŃ...
	Wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla kątów od 0° do 180°, w szczególności wyznacza wartości funkcji trygonometrycznych dla kątów 30°, 45°, 60°;
	Korzysta z wzorów:
	Stosuje twierdzenie cosinusów oraz wzór na pole trójkąta
	Oblicza kąty trójkąta prostokątnego i długości jego boków przy odpowiednich danych

	TRYGONOMETRIA

	Wzory i własności
	NAZWA
	WZÓR

	KARTA WZORÓW
	Do samodzielnej nauki warto uzupełnić kartę wzorów o brakujące wzory czy komentarze, które ułatwiają nam zrozumienie i rozwiązywanie zadań. Dzięki temu ograniczamy korzystanie z internetu. Staraj się korzystać z niej jak najwięcej, by przyzwyczaić się do jej specyficznej formuły.
	TAKĄ KARTĘ DOSTANIESZ NA MATURZE!

	NA CO ZWRÓCIĆ UWAGĘ?

	KARTA WZORÓW
	Do samodzielnej nauki warto uzupełnić kartę wzorów o brakujące wzory czy komentarze, które ułatwiają nam zrozumienie i rozwiązywanie zadań. Dzięki temu ograniczamy korzystanie z internetu. Staraj się korzystać z niej jak najwięcej, by przyzwyczaić się do jej specyficznej formuły.
	TAKĄ KARTĘ DOSTANIESZ NA MATURZE!

	NA CO ZWRÓCIĆ UWAGĘ?

	KARTA WZORÓW
	Do samodzielnej nauki warto uzupełnić kartę wzorów o brakujące wzory czy komentarze, które ułatwiają nam zrozumienie i rozwiązywanie zadań. Dzięki temu ograniczamy korzystanie z internetu. Staraj się korzystać z niej jak najwięcej, by przyzwyczaić się do jej specyficznej formuły.
	TAKĄ KARTĘ DOSTANIESZ NA MATURZE!

	NA CO ZWRÓCIĆ UWAGĘ?

	KARTA WZORÓW
	Do samodzielnej nauki warto uzupełnić kartę wzorów o brakujące wzory czy komentarze, które ułatwiają nam zrozumienie i rozwiązywanie zadań. Dzięki temu ograniczamy korzystanie z internetu. Staraj się korzystać z niej jak najwięcej, by przyzwyczaić się do jej specyficznej formuły.
	NA CO ZWRÓCIĆ UWAGĘ?

	Funkcje trygonometryczne
	CZYM ZAJMUJE SIĘ TRYGONOMETRIA?
	Trygonometria to dział matematyki, który zajmuje się badaniem trójkątów, zwłaszcza trójkątów prostokątnych. Służy do opisywania zależności między bokami i kątami trójkąta.
	Proporcje boków w trójkącie prostokątnym. Operujemy na kątach
	Cześć to ja! Trójkątek
	KILKA PODSTAWOWYCH DEFINICJI
	Trójkąt prostokątny – trójkąt, który ma TYLKO jeden kąt prosty (90°).
	Przeciwprostokątna – najdłuższy bok w trójkącie prostokątnym, leży naprzeciw kąta prostego (90°).
	Przyprostokątna – każdy z dwóch krótszych boków w trójkącie prostokątnym. Są one przyległe do kąta prostego. Jeden z nich przylega do kąta, który rozpatrujemy, a drugi leży naprzeciw niego.

	Przyprostokątna
	Przeciwprostokątna
	To są dwie siostry, ale nie bliźniaczki!  Mogą mieć różne długości

	Przyprostokątna
	FUNCKJE TRYGONOMETRYCZNE JAKIE POZNASZ

	Na poziomie podstawowym poznajemy trzy funkcje trygonometryczne.  Oto one:
	SINUS (sin) – stosunek długości przyprostokątnej leżącej naprzeciw kąta do długości przeciwprostokątnej.
	Cosinus (cos) – stosunek długości przyprostokątnej przylegającej do kąta do długości przeciwprostokątnej.
	Tangens (tan) – stosunek długości przyprostokątnej leżącej naprzeciw kąta do długości przyprostokątnej przylegającej do kąta.
	PST! Jest jeszcze cotanges, ale nie musisz go umieć na maturze podstawowej.
	JAKIE WARTOŚCI PRZYJMUJĄ FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE W KAŻDEJ ĆWIARTCE
	WARTOŚCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH DLA WYBRANYCH KĄTÓW

	STUDENCKI TIP OD EMI
	Nie musisz pamiętać tych wartości. Wszystko znajdziesz w tablicach wzorów!
	Może się zdarzyć, że zostaniesz poproszony o obliczenie funkcji sinus, cosinus lub tangens dla kąta większego niż 90°. W takim wypadku nie użyjesz wcześniej poznanych wzorów. Z pomocą przychodzi karta z wzorami matematycznymi w dziale trygonometria znajdziesz poniższy rysunek.
	|OM| to długość odcinka od punkty O do punktu M
	M to punkt o współrzędnych (x,y). Długość odcinka x i y, odczytujemy z osi współrzędnych.
	Jak obliczyć funkcje za pomocą powyższych wzorów?

	PRZYKŁAD 1
	Załóżmy, że nasz punkt M ma współrzędne (-3, 4). Policzmy zatem sin, cos i tg
	Liczymy z twierdzenia Pitagorasa długość r, czyli długość odcinka |MO|=|OM|
	2. wyznaczamy x i y
	3. obliczamy sin, cos i tg, czyli teraz tylko podstawiamy do wzorków

	STUDENCKI TIP OD NATI
	Tak jak długość odcinka x odczytujemy z osi X, tak długość r=|OM| nie możemy odczytać z wykresu lub zmierzyć na oko, trzeba go policzyć.  Czemu? Leży on ukośnie względem osi współrzędnych.
	JAK WYLICZYĆ SIN, COS I TG DLA KĄTA ROZWARTEGO

	Co jeśli nie znamy współrzędnych punktu M? Wtedy z pomocą przychodzą poniższe wzory są to tzw. wzory redukcyjne.
	Jak to działa?

	PRZYKŁAD 1
	Chcemy obliczyć sin 135°
	1. Korzystamy z tego wzoru:
	2. Podstawiamy co wiemy:
	3. Patrzymy do tabeli i odczytujemy  wartość
	4. Odpowiedź

	PRZYKŁAD 2
	Chcemy obliczyć cos 120°
	Korzystamy z tego wzoru:
	3. Patrzymy do tabeli i odczytujemy  wartość
	4. Odpowiedź
	2. Podstawiamy co wiemy:

	PRZYKŁAD 3 - DO ZROBIENIA DLA CIEBIE
	Chcemy obliczyć tg 150°
	Korzystamy z tego wzoru:
	2. Podstawiamy co wiemy:
	3. Patrzymy do tabeli i odczytujemy  wartość
	4. Odpowiedź:


	Wyjątkowe Trójkąty
	Trójkąty o kątach (45°, 45°, 90°) i (30°, 60°, 90°) są wyjątkowe, ponieważ ich boki mają stałe, proste proporcje, dzięki czemu łatwo można obliczyć długości boków, znając tylko jeden z nich (w porównaniu w Pitagorasie, potrzebujemy długości dwóch boków). Są to tzw. trójkąty szczególne, często wykorzystywane w zadaniach maturalnych, gdzie szybkie znalezienie proporcji boków jest przydatne.
	Jeśli dostaniesz zadanie, gdzie masz daną długość tylko jednego boku to wiedz co tu się święci - właśnie te trójkąty!
	Pierwszym z wyjątkowych trójkątów to ten o kątach 45 45 90.  Oto jego zależności:
	ramie
	podstawa
	Jeśli trójkąt jest równoramienny to dwa kąty u podstawy mają taką samą miarę
	równoramienny prostokątny kąty 45,45,90
	Tutaj mamny bliźniaczki
	ramie
	Wiemy, że trójkąt jest prostokątny, równoramienny. A także, że przeciwprostokątna ma długość 8. Chcemy obliczyć pozostałe długości boków.
	Dzielimy na dwa bo trójkąt jest równoramienny!

	STUDENCKI TIP OD EMI
	Jeśli zapomnisz tych zależności. Możesz wyliczyć brakujący bok korzystając z twierdzenia pitagorasa.

	Drugi wyjątkowy trójkąt jest połową trójkąta równobocznego.  Występują w nim poniższe zależności.
	prostokątny kąty 30,60,90
	połowa trójkąta równobocznego
	Wiemy, że trójkąt jest prostokąty oraz kąty są w stosunku 1:2:3. A także, że przeciwprostokątna ma długość 6. Chcemy obliczyć pozostałe długości boków.
	STUDENCKI TIP OD EMI
	Pamiętaj aby dobrze umiejscowić boki, zwłaszcza kiedy trójkąt będzie odwrócony.
	Wiemy, że trójkąt jest prostokąty oraz dwa pozostałe kąty są takie same. A także, że przyprostokątna ma długość 3. Chcemy obliczyć pozostałe długości boków.


	Twierdzenie cosinusów
	Twierdzenie cosinusów pozwala nam obliczyć brakujący trzeci bok trójkąta w sytuacji kiedy znamy długości pozostałych dwóch boków oraz miarę kąta między nimi
	Mamy trójkąt ABC |AB| = 2 |AC| = 5 a cos kąta między nimi wynosi 3/5. Chcemy obliczyć bok |BC|
	Korzystamy z tego wzoru:
	3. Obliczamy
	STUDENCKI TIP OD EMI
	Wbrew pozorom jest to przydatne twierdzenie zwłaszcza przy zadaniach z działu stereometria
	2. Podstawiamy co wiemy:
	Mamy trójkąt ABC |AB| = 10 |BC| = 5√3 |AC| = 5. Oblicz cos kąta przy wierzchołku B
	Korzystamy z tego wzoru:
	3. Podstawiamy co wiemy i obliczamy
	2. Rysunek pomocniczy:


	Pole trójkąta
	Na pewno znasz ten wzór na pole trójkąta
	Co jeśli nie mamy wysokości lub wszystkich boków trójkąta? Istnieje praktyczny sposób, który umożliwia wyznaczenie pola trójkąta, gdy znamy długości dwóch jego boków oraz kąt między nimi.  Oto on:
	Jak to działa?
	Chcemy obliczyć pole trójkąta ABC wiedząc, że |AB| = 10, |BC| = 12 a kąt między nimi jest kątem prostym.
	Korzystamy ze wzoru
	3. Podstawiamy co wiemy i obliczamy
	2. Wyznaczamy sin 90°
	Odpowiedź
	Chcemy obliczyć pole trójkąta ABC wiedząc, że |AB| = 5, |BC| = 7 a kąt między ma miarę 30°.
	Korzystamy ze wzoru
	3. Podstawiamy co wiemy i obliczamy
	2. Wyznaczamy sin 30°
	Chcemy obliczyć pole trójkąta ABC wiedząc, że |AB| = 3, |BC| = 5 a kąt między ma miarę 45°.
	Korzystamy ze wzoru
	3. Podstawiamy co wiemy i obliczamy
	2. Wyznaczamy sin 45°
	STUDENCKI TIP OD NATI
	Rysunki w zadaniach gdzie mamy figury geometryczne, długości boków, kąty to klucz do sukcesu!
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