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Obnizamy koszt przygotowania
sie do matury w Polsce

Czytasz notatki stworzone przez
w ramach projektu Tumatura.

Jesli uwazasz nasze materiaty za wartoSciowe -
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CHECKLISTA WYMAGAN

SZCZEGOLOWYCH - CKE

STUDENCKI TIP OD OLI

Zastandw sig, Cco juz umiesz, a CO jeszCze wymaga przecwiczenia.
Warto zaglgdac tu raz na jakis czas - wtedy lepiej widzisz postep!

1 O Oblicza wyrazy ciggu okre§lonego wzorem ogoélnym

2 O Oblicza poczgtkowe wyrazy ciggéw okreslonych rekurencyjnie, jak
w przyktadach:

{ﬂl = 0,001 @ =1
a) 1 b) jaz =1
Apyq = Ap + ian(l - ay) An4+z2 = An41 +ap

3 O W prostych przypadkach bada, czy ciqg jest rosngcy, czy
malejgcy

a4 Sprawdza, czy dany ciqgg jest arytmetyczny lub
O geometryczny

5 O Stosuje wzér na n-ty wyraz i na sume n poczgtkowych
wyrazow ciggu arytmetycznego

6 O Stosuje wzér na n-ty wyraz i na sume n poczgtkowych
wyrazow ciggu geometrycznego

7 O Wykorzystuje wtasnosci ciggow, w tym arytmetycznych i
geometrycznych, do
rozwigzywania zadan, rowniez osadzonych w kontekscie
praktycznym.

Wierze w Cleble'




Podstawy ciggow
liczbowych

DEFINICJA CIAGU LICZBOWEGO

Ciqgg liczbowy to sekwencja liczb utozonych w danym porzgdku, zwykle wedtug
pewnego okre§lonego wzoru/reguty.

Ciggi oznaczamy Ay, bn, C,,litd .

PRZYKEAD 1. Przyktady ciqgow liczbowych

cigg kolejnych liczb naturalnych : 1,234, 5,

ciqg liczb parzystych dodatnich: 2,4, 6, 8, 10, ...

ciqg liczb nieparzystych dodatnich: 1,3,5,7,9,11,13, ...
ciggstaty: 5 5 5 5 ...

cigg arytmetyczny: 2,4, 6,8, 10, ...

cigg geometryczny: 3,6,12,24,48, ...

Widzimy, ze dla kazdego ciggu jest pewna reguta

DEFINICJA MONOTONICZNOSCI CIAGU

Ciqg jest monotonicznie:
e rosngcy, jesli kazdy kolejny element jest wigkszy od poprzedniego,
e malejqcy, jesli kazdy kolejny element jest mniejszy od poprzedniego,
o staty, jesli kazdy kolejny element jest rowny poprzedniemu

Rodzaj ciggu Ciqg rosnqcy Cigg malejgcy Ciqg staty
Dowolny ciqg Ape1 > Ay Apiq < Ay An+q1 = Ay,
Cigg arytmetyczny >0 r<O0 r=20

| ar>0 ¢>11]a;>0 0<g<1
Ciqg geometryczny q — 1
Zalezy od qi al a1 <0 0<g<1 a1 <0 q> 1
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- Wozory i wlasnosci

NAZWA WZOR PRZYKLAD
CIAG ARYTMETYCZNY

WZOR NA N-TY

WYRAZ CIAGU a, = a; + (n — 1)7" a,=2+B3-1)-5=12
ARYTMETYCZNEGO
2a; +(n—D)r : —-1).
2. (2 ) s 2 2+(2 DILI

WZOR NA SUME N
POCZATKOWYCH LUB
WYRAZOW CIAGU:

n=— T )
CIAG GEOMETRYCZNY
_ Qnsa
ILORAZ CIAGU q = a
n
W\Z(gEZNélN_TY — n-—1 —9.63-1 _ 9.26 —
AGU a, =a; - q a, =2:-6>""=2-36=72
GEOMETRYCZNEGO n
WZOR NA SUME N 1—g"
q 1-63

POCZATKOWYCH S = q. - B B
WYRAZOW CIAGU n 1 1 — n= m 86
GEOMETRYCZNEGO: q
SUMA WYRAZOW a 3 3
NIESKONCZONEGO S = 1 S=—n-— = ——
CIAGU — 1 1—-6 5
GEOMETRYCZNEGO —(q
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KARTA WZOROW

TAKA KARTE DOSTANIESZ NA MATURZE!
NA CO ZWROCIC UWAGE? CiAGI

e Wzérna n-ty wyraz ciagu arytmetycznego (a,), okreslonego dla n = 1, o pierwszym
wyrazie a, iréznicy r:

ﬁéggo wzortf beq2|emy korzystac . a, = a, + (n—Dr
jczeSciej - wzbr na dowolny wyraz ciqgu

e Wzory nasume Sn poczgtkowych n wyrazow ciggu arytmetycznego:

Pamietaj, ze suma

pierwszego _ayta, _2a;+(n—-1)r
wyrazu jest rébwna Sn = 2 n Sn = - 2 n
doktadnie al!

« Dla sasiednich wyrazéw ciggu arytmetycznego (a,) prawdziwa jest rownosé:

Mozemy obliczy¢ Srodkowy wyraz +
(np. a2) jako éredniq arytmetyczng — Qn-1 T Oni1 dla n>2 '
dwéch sgsiednich (np. alia3) 2 ®

e Wzdrna n-ty wyraz ciagu geometrycznego (a,), okreslonego dla n > 1, o pierwszym
wyrazie a, iilorazie q:

Z tego wzoru bedziemy korzystac¢

= . .1
najczesciej - wzér na dowolny wyraz ciggu L= dia n>2

e Wzory na sume S, poczatkowych n wyrazéw ciagu geometrycznego:

Pamietaj, ze suma 1 "
pierwszego _ . 1- q _ B
wyrazu jest réwna Sn =T = da g#1 S,=n-a, da g=1
doktadnie al!

¢ Dla sasiednich wyrazéw ciagu geometrycznego (a,) prawdziwa jest réwnosé:

Zwiqzek miedzy trzema wyrazami
cigqgu geometrycznego, stojgcymi (@)? =ap_1 apyy dla n>2 '
obok siebie (np. al, a2, a3) PY

¢ Suma wyrazow nieskoriczonego ciggu geometrycznego

Dany jest nieskonczony ciag geometryczny (a,), okreslony dla n > 1, o ilorazie gq.
Niech (S,) oznacza cigg sum poczatkowych wyrazéw ciggu (a,,), to znaczy ciag
okreslony wzorem S, = a, +a, + ..+a, dla n=1.

Jezeli |q| < 1, tociag (§,) ma granice rowng:

Suma szeregu geometrycznego a
) ] 1

(na maturze podstawowej mato S=1limS§, =

nam sie przyda lub wcale) noee 1-q

Granice te nazywamy sumag wszystkich wyrazow ciggu geometrycznego (a,).
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KARTA WZOROW

TAKA KARTE DOSTANIESZ NA MATURZE!

NA CO ZWROCIC UWAGE?

+ Twierdzenie o granicy sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu ciggdw zbieznych

Jezeliciagi (a,) i (by), okreslone dla kazdej liczby naturalnej n = 1, sa zbiezne
i lima, =a oraz r1112 b, = b,tociagi (a, + b,), (a, — by,), (a,-b,) sazbiezne,

n—co

a ponadto:

lim(a, + b,) =a+b lim(a, —b,) =a—>b lim(a, by,) =a-b
n—co n—oo n—oo

Jezeli ponadto b, =0 dla n>1 oraz b # 0, to ciag (ﬂ) jest zbiezny i

b-ﬂ
111—’- oo ( b“ ) b
1im

¢ Twierdzenie o trzech ciagach

Jezeli wyrazy ciggéw (a,), (b,) i (cn), okreslonych dla n = 1, spetniajg nieréwnosc
a, <b, <c, da n=1,aciagi (a,) i (c,) sazbiezne do wspdinej granicy
lim a, = lim ¢, = g, to ciag (b,) jestzbiezny, a ponadto lim b, = g.

n—oo n—oo

n—oo

» Procent skladany

Jezeli kapitat poczatkowy K; ziozymy na okres n lat na lokacie bankowej, ktorej
oprocentowanie wynosi p% w skali rocznej, a kapitalizacja odsetek nastepuje po
uptywie kazdego roku trwania lokaty, to kapitat koncowy K,, jest okreslony wzorem:

Czesto przydatny w zadaniach z n Zwr6¢ uwage, ze mamy tu p%,
lokatqg, wptacaniem pieniedzy do K, =K, (1 +L) wiec jesli w zadaniu bedzie 5%, to
banku i tym podobne. 100 piszemy we wzorze 5, a nie 0,05

* Wybrane granice:

1 n
lim (l+—) =e
n=co n

lim Yn=1

=00

Ain.}o Va=1  dla kazdego a > 0

limqg" =0 dla kazdego q € (—1,1)

Tn—=co
1

lim — =20 dla kazdego k >0

n-w nk

lim n* = 40 dla kazdego k > 0

n-—co
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e=» Przykiady zadan maturalnych
= D
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uMATURA

Turmatura to propehd sposecery Fundac Kanas Studencki,
tworzong proel priyjaciol e shudiow. Jego celem jest
WHTGNTERNM BEARS malurBystow w Polsss, poprrez

,
"
Ciag (a,) jest okreslony wzorem a, = 2n°—30n
Wtedy a; jest rowny
A. (-196) B. (—32) C. (=26)
\.

dla kazdej liczby naturalnej n > 1.

D. (~16)

Jedyne co robimy to we wzorze pod n podstawiamy 7 i wyliczamy :)

2:(0-30-% _

2:49- 0 _

98-2140 _

Oy =

¢

T 1

3

,
Ciag (a,) jestokreslony wzorem a,,

Liczba wyrazéw tego ciggu mniejszych od 10 jest rowna

A. 28 B. 31 C. 32

\,

dla kazdej liczby naturalnej n > 1.

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwa odpowiedz sposréd podanych.

=2l

1. Rozwiqzujemy nieréwnos¢

m—2
72 LW
3<

"~ L0/3

n-2 < 30
mn < 2

3. Aby udowodni¢, ze odpowiedziq jest 3],
podstawmy n=32. Otrzymujemy 10, ktére
przeciez nie jest mniejsze od 10 - jest rébwne!

%:5'23.2 2 30
Q,, ~ 3 _5:’(’0

2. Odpowiedziq nie bedzie 32, tylko o jeden mniejsze
31. Przeczytaj polecenie ze zrozumieniem;)
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Cigg (b,) jestokreslony wzorem b,, = 3n? — 25n dla kazdej liczby naturalnej n > 1. Liczba
niedodatnich wyrazéw ciagu (b;,) jestréwna

A. 14 B. 13 C.9

1. Rozwiqzujemy nieréwnos$¢. Szukamy liczby niedodatnich
wyrazéw ciggu, czyli mniejszych lub réwnych 0

3(\,&‘ %0 <0

3. Przeanalizujmy

. . polecenie - w poleceniu
2. Otrzymujemy nierébwnos$¢ kwadratowq dana jest dziedzina!
”\’(BN' :25) $O Driedzna. t w2 4 AnEN
m=0 v -5 =0 \ / 4
dn=25/:3 o

83

mE<LO, §37

N\/e{&)l'b)\\\g)ﬁl})85

B <

AL
ms ’b 8‘3

"’}

7

Ciag (a,) jest okreslony wzorem a, = (—1)" nzi dla kazdej liczby naturalne) n > 1.

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwa odpowiedz sposrod podanych.

Trzeci wyraz tego ciagu jest rowny

A 2 B. (-2) c.|3 D. [(-1)

\.

Szukamy trzeciego wyrazu ciggu, wigc podstawiamy n=3 i obliczamy :)

5 5+ _
&, = (-1) - 2 [ (-1) - %J" %
L

OTU
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Twoja kolej, czyli zadania z CKE

STUDENCKI TIP OD NATI a

( Potrzebujesz pomocy w rozwiqzaniu zadan?
Zapraszamy na naszego Discorda.
Z checig pomozemy! Materiaty mozesz
réwniez wydrukowaé
Q Zadanie 1.

Ciag (a,) jest okreslony wzorem a,, = 2" - (n + 1) dla kazdej liczby naturalnej n > 1.
Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Wyraz a, jestrowny

A 64 B. 40 C. 48 D. 80

Q Zadanie 2.

Dany jest ciag (an) okreslony wzorem ay, = 2n® + n dla kazdej liczby naturalngj n 2 1.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jeéli stwierdzenie jest prawdziwe,
albo F - jesli jest fatszywe.

Ciag (an) jest malejacy. P E

Osmy wyraz ciagu (a,) jest réwny 136, P F

QTU
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- Cigg arytmetyczny

DEFINICJA CIAGU ARYTMETYCZNEGO

Ciqg arytmetyczny to taki clqg, w ktérym kazdy kolejny wyraz jest wigkszy

lub mniejszy o statg wartosc nazywanq r (réznica ciggu).
w ktérym kazdy kolejny wyraz rézni sie od poprzedniego o

Api1 = au + 7
Kazdy element ciggu arytmetycznego mozna wyrazi€ za

a,=a;+(n—1)r

Cigg liczbowy,
r.

pomocq wzoru:

PRZYKEAD I Zastosowanie wzoru na n-ty element ciggu arytmetycznego.

aq a; as Ag
Y PAAG
Poczgtkowo mamy Do cukierka dostaliSmy  Z kazdym kolejnym Aby obliczy¢ szbsty
tylko cukierka. lizaka wyrazem zwiekszamy wyraz ciggu, nalezy

To nasz pierwszy wyraz Lizak to réznica ciggu - r. ilos€ lizakéw.

ciggu Dodajemy r (n-1) razy.

do al doda¢ pieé
lizakéw (r).
Wzbr na wyraz an.

PRZYKtAD 2. Zastosowanie wzoru na n-ty element ciggu arytmetycznego -

przyktad liczbowy.

aq a as
2 2+3=5 5+3=238
Pierwszy wyraz ciggu. Do pierwszego wyrazu Z kazdym kolejnym
ciggu dodajemy 3 wyrazem zwigkszamy
(nasza réznica). o 3.

12

g
54 (6—1)-3 =20

Szosty wyraz ciggu,
nalezy do al doda¢ pige€
trojek (r).
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PRZYKEAD 3. Jak wyglgda ciqgg arytmetyczny?

Dany mamy cigg arytmetyczny: @y = 2, d, = 5, a3 = 8

wyraz wyraz wyraz
pierwszy drugi trzeci
ciggu ciqggu ciqggu

Wyliczmy réznice ciqgu: Ap4+1 = Ap +7 = F=0ap+ — Ay

Przeksztatcamy wzor
aby wyliczy¢ r

r=a;—a,=8-5=3 A r=a,—a;=5—-2=3

Widzimy, ze niezaleznie czy odejmiemy od siebie wyraz drugi od
trzeciego czy wyraz pierwszy od drugiego, otrzymujemy taki sam wynik.
Wazne, aby odjgé wyrazy sqsiednie (n od n+1). Nie mozemy odjqé
wyrazu 1 od 3, bo nie stojq obok siebie.

Wyliczmy 13-ty wyraz ciggu:  aq3 = 1+ (13 —1) 3

PRZYKtAD 4. Oblicz sume dziesigciu poczgtkowych wyrazéw ciggu
arytmetycznego, gdzie a4 = 2

”

Idziemy do tablicy maturalnej S, = 2% & (n - Dr .
i korzystamy z wzoru na sume: 2

alir mamy dane, a n to
10 (szukamy dziesieciu
poczgtkowych wyrazéw)

2.24(10—-1)-3 31

Suma dziesieciu poczgtkowych wyrazéw
tego ciggu arytmetycznego wynosi 155.

STUDENCKI TIP OD NATI

V oznacza “lub” (prawie jak Ivb) /\ oznacza “i"

¢
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e=» Przykiady zadan maturalnych
— D
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Potrzebujesz wigcej
przyktadédw? Zajrzyj na
nasz kanat na yt :)

&3 SUBSCRIBE

sumy nastepnych pieciu wyrazow.

Oblicz pierwszy wyraz tego ciggu. Zapisz obliczenia.

Dany jest ciag arytmetyczny (a,) okreslony dla kazdej liczby naturalnej n = 1. Jego
réznica jest rowna 4 a suma jego pierwszych pieciu wyrazow jest trzy razy mniejsza od

v §

ofv ol opde aply 0@y apbr gty apdy  a,+9r
. |2. Wiemy, ze ciqg jest
Q= 0 tn arytmetyczny, dlatego
O«5f0~4*lf\’ wykorzystajmy to i

?)(5Q4* w“'): 50.,(*"55«( =? 150.‘*'50«*‘60“{'55(
LOa.4: '5«/1»0
v %“’: %ﬁl{fz'

Jp A

5(0«,‘4( OLL* o..b-l- 0‘\(“’0‘5): a(’-ea,:l/-f O,&-{’OvS.LQ,w

1. Zapisujemy
warunek z polecenia

rozpiszmy kazdy wyraz
ciqgu jokoalir

3. Rozwigzujemy réwnanie z jednq
niewiadomgq (al), bo r mamy juz dane :)

A 8 B. 14

[ W ciagu arytmetycznym (a,,) mamy: a; = 5ias = 11. Oblicz 5.

cCEl17 D. 6

N

0= O, tw

v
-1

- O

wti 1%

= O

a,, = OVA{’ (n-Onr

L%
W

vz 0, -, 9-Y=5

=y 0“4: Q’.L-(r: L{,S’: _i

MER 2N 5-5= -f+25-2Y

1. Wtasno§¢ ciggu
arytmetycznego

2. Uzywszy wzoru z
karty wzoréw, mamy
juz wyliczone al oraz r,
wiec wyliczamy szésty
wyraz ciggu

14

P
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Dany jest ciag geometryczny (a,,), okreslony dla kazdej liczby naturalnej n > 1.
W tym ciagu a, = =5, a, = 15, a; = —45.

Dokoncz zdanie. Zaznacz dwie odpowiedzi tak, aby dla kazdej z nich dokonczenie
ponizszego zdania byto prawdziwe.

Wzér ogéiny ciagu (a,) ma postaé

A a, = -5-(=3)"?
B. a; = —5-(=3)"
C. a,=—5-3"1

n
b=l B3

3
n
= an=5-—( 3?)
= L. =2\
| Foa,=5-(=3)""3 )

"’

: 2

Czternasty wyraz clagu arytmetycznego jest rOwny 8, a roznica tego ciagu jest rowna (—%) :

Siodmy wyraz tego ciagu jest rowny

Y gt ] B o = i 1
2 2 2
\ J
a '8 = |- 2- . L
,u{" A 2 Wyliczamy al ze wzoru, a nastepnie

podstawiamy do wzoru na a7

0,7 0t (n-4)

o, =a,t(MA) «

M
= 38 . 16 29 3
§-0,413:(-2) => §=a, - T 282783

”~

0 T+ (H0-C-2)-F16 ()% 4 2

N~

15
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Ciag arytmetyczny (an) jest okreslony dla kazdej liczby naturalnej »=1. Roznicg tego ciggu
jest liczba r=-4, a $rednia arytmetyczna poczatkowych szesciu wyrazow tego ciagu:
a, a,, a, a,,as a,, jestrowna 16.

a) Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu.

b) Oblicz liczbg &, dla ktérej a;, ==78.

g,4{aL+ “3*0"("%{*06

i S a = 46 1. Do zapisania sumy
| poczqtkowych
5(;,'0:“@.-.,“13 tRqt 25 t2g szeSciu wyrazow
SC: 2_a_¢(_il’)«_. 6 - o&z“S‘iu) - 5(02&4 -20)-= Gaf 6O wykorzystajmy wzor
60,60 2. Podstawiam
{ 0y = —(O= . y nasze
—_ 1 = 6“‘ 60=96 r=-4iwyliczamy al
2 Gal 7 156 :>Ql:'°2£
{ _—
3. Pozostato podstawié
o = ot (vw'n'r m=k _—Aou= -4k + 4 wszystko co mamy do
'185 926+ UA"O' ('L() ’l{\& - ‘/{08 [t (—‘4) wzoru i wyliczy¢ k
k= 2%
—_—

"’

f: 2

Czternasty wyraz ciagu arytmetycznego jest rtowny 8, a roéznica tego ciggu jest rowna (—%) :

Siodmy wyraz tego ciagu jest rowny

Y gt ] B o = i 1
2 2 2
\ J
O/ '8 = |- 2- . L
,u{" A 2 Wyliczamy al ze wzoru, a nastepnie

podstawiamy do wzoru na a7

0,7 o, t (n-A) o
&N?Oi{(ﬂ(«l) -

39 . 6
87@'4‘{’ 43[’%) => (.Q: \Q,/{ - —2—->Q/I:g+5_9’ '{__. 29 95

0 F+(F0-C-2)-F6(-3)-%- % T

N

16
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Twoja kolej, czyli zadania z CKE
STUDENCKI TIP OD NATI

( Potrzebujesz pomocy w rozwiqzaniu zadan?
Zapraszamy na naszego Discorda.
Z checig pomozemy! Materiaty mozesz
réwniez wydrukowaé
Q Zadanie 1.

W ciggu arytmetycznym (a, ), okreslonym dla n =1, dane sg: @, =5, a, =11. Wtedy

A aq,=T1 B. g,=71 C. aq,=71 D. g,=71

Q Zadanie 2.

W ciggu arytmetycznym (a,,), okreSlonym dla n>1, dane sa: wyraz ¢, =8 1 suma trzech

poczgtkowych wyrazow tego ciagu S, =33 . Oblicz roznice a4 —ay5.

QTU
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Q Zadanie 3.

Dla ciggu arytmetycznego (a,), okreslonego dla n>1, jest speliony warunek
a,+a;+a; =12. Wtedy

A. a;=4 B. a,=3 C. a;=6 D. a,=5

Q Zadanie 4.

Dwunasty wyraz ciggu arytmetycznego (a, ), okreslonego dla 7> 1, jest rowny 30, a suma jego
dwunastu poczatkowych wyrazéw jest rowna 162. Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu.

OTU
8 -V MATURA ==



Materiaty mozesz
réwniez wydrukowac

Q Zadanie 5.
W ciggu arytmetycznym (a, ), okreslonym dla n>1, dane sa dwa wyrazy: @, =7 i a, =—49.
Suma o$miu poczatkowych wyrazdéw tego ciggu jest réwna
A. —168 B. -189 C. 21 D. -42

Q Zadanie 6.
W ciagu arytmetycznym (a, ), okreSlonym dla n>1, czwarty wyraz jest réwny 3, a roznica

tego ciggu jest rowna 5. Suma @, +a, +a, +a, jest rowna

A, —42 B. -36 C. -18 D. 6
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19 -V MATURA ==



Cigg geometryczny

DEFINICJA CIAGU GEOMETRYCZNEGO

Cigg geometryczny to taki cigg, w ktorym kazdy kolejny element jest
uzyskiwany przez pomnozenie poprzedniego elementu przez t¢ samgq liczbe
zwangq q (iloraz ciggu). Ciqg liczbowy, w ktérym kazdy kolejny wyraz rézni sie od
poprzedniego q razy.

An+1 = Ap ' g4

Kazdy element cigqgu geometrycznego mozna wyrazi¢ za pomocqg wzoru:

— . A1
aAnp = a1 q

PRZYKtAD 1. Zastosowanie wzoru na n-ty element ciggu geometrycznego.

Mamy jednq bakterie.
Pierwszy wyraz ciggu
(a).

a;

O

S v

N, G;D
' v

Bakterie podwajajg
swojq liczbe co godzine.
Czyliiloraz ciqgu q=2.

Mineta kolejna godzina
i bakterie znowu sie
rozmnozyty.
Dwukrotnie (q=2) od
godziny poprzedniej.

Po sze$ciu godzinach
mamy az 24 bakterie!

PRZYKLAD 2. Zastosowanie wzoru na n-ty element ciggu geometrycznego -
przyktad liczbowy.

ai

2

pierwszy wyraz ciggu

0%
2-3=6

pierwszy wyraz ciggu
wymnazamy przez 3
(nasza iloraz)

a3
6-3=18

kazdy kolejny wyraz
mnozymy przez 3

20

g

2-3%1 =486

wykorzystujemy wzor
na n-ty wyraz ciqgu
geometrycznego
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. Potrzebujesz wigcej
e=» Przykiady zadan maturalnych przykiadéw? Zajrzyj na

— D nasz kanat na yt :)
Q

a N

. ' v 1 . . . | 1
lloraz skoriczonego ciagu geometrycznego jest rowny 7 trzeci wyraz tego ciagu jest rowny -

364
a suma wszystkich wyrazow to I

Oblicz, z ilu wyrazéw sktada sie ten cigg. Zapisz obliczenia.

1. Ciqg jest I-ao™ "
{ nef . 9 (" 8
q/: 3 0.,° o,"q, geometryczny. 5.7 %4 g ,{—(&) * Hael
X Mamy q oraz a3, o)
N Q”O“A'Q, wigc mozemy ;‘)Gi:/{_ 1-(3) _(i r\,’&_{
0,7 3 ® T wyliczy¢ al, 243 A-4 b) EECE)
1.0, - (i) ktére na pewno i ¢
5 - 26 g 15 nam sig przyda WA (" (i) = (L)
(*m:‘." 3% 3 /9 2. Mamy S, q i al, 2 [
y wiec mozemy %6y _5(4-(3) ) m<b6
o," wyliczy¢ n, czyli L) 7 <
z ilu wyrazéw "
. 2 _ s
sktada sie nasz A- 1) = _55_(’ T
ciag (3] vy 5 Rg

Trzywyrazowy ciag (1 — 2a, 12, 48) jest geometryczny.
Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwa odpowiedz sposrod podanych.

Liczba a jestrowna

@ B. 3 c. 4 b, 175
>

N———"""
Q * a -
arz - 2o, i (I;’m‘v : 3'::‘ %’?’ 1. Wtasno$§€ ciggu geometrycznego
Q. AL (0% Y
a,” 4g ;i= e ({ i q/ 2. Jesli podzielim’y'wyraz.a.z przez al,
otrzymamy q. Jesli podzielimy a3
& = L i L{ przez a2, to rowniez otrzymamy q
&A 1-2o0.
d4F, L{ / (4f,2a) 3. Przyrownajmy teraz obydwa wyniki,
(s aby wyliczy¢ niewiadome a!
e 4(1-2)  -8a= 38
2= 4- 8o, o=
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[ W rosngcym ciggu geometrycznym (a, ), okreslonym dla n =1, spelniony jest warunek

a, =3a, . lloraz g tego c1agu jest rowny

| I
A. = —_— B_ = —_— 7 =] D_ =
q=7 1=tz C. ¢=3 g3
&
3 5044’ 0-4'% /04
1.Korzystamy ze wzoru na n-ty Qo f
4 9y 3

wyraz ciggu geometrycznego

579,
n—1 q/:g f’)
_1

An =d1°q

"’}

p
W nieskonczonym ciggu arytmetycznym (a,), okreSlonym dla n=>1, suma jedenastu

poczatkowych wyrazow tego ciagu jest rowna 187 Srednia arytmetyczna pierwszego,
trzeciego 1 dziewigtego wyrazu tego ciggu, jest rtowna 12. Wyrazy a,, a,, a, ciagu (a,),

w podanej kolejnosci, tworza nowy ciag — trzywyrazowy ciag geometryczny (b, ). Oblicz k.

\
0

54,4: '{81' =1 4 544 2 3

R VR - VeV Y S WA .

Q
2 Q¢ 034'09_’42' _>°~£04{'2"'+°~4+8"’-1 — —r
T 1 | - 2 7 2» 1. Zapisujemy dane z polecenia i
0 upraszczamy uktad réwnan
M-fa, + 1O Ao, ¢+ MO
Ee. i ) <[81 => -—‘1——1:18% > Moy95.= 48+ Ma,+ 5= A8X1: 14

2. W uktadzie rownah mamy dwie niewiadome al oraz r

Ot Sr= Mt => 0= 43-5c = H+-5-3=2

3. Rozwigzanie uktadu réwnah

30&""10»-(: K14 LR (“"5"()4’40(—’ 26
A~ 15 410« = 56 -I’;i
-95¢=-15]:(-9) h

5. Obliczamy k

4. Czytamy przedostanie zdanie polecenia -
mowa tu o cigqgu geometrycznym

072  ap20%8 0 2-84=32

°o
% oo

-—3—: q/:
%)

22

| IMaT

0,7 0yt (W) => 3022+ (-1)-3
3272+ 3k-3
= 3303 => LA

T | &=
URA ==



a B
Liczby x, v, z, ktorych sumajestréwna 114, tworza w podanej kolejnosci ciag

geometryczny. Liczby te sg réwniez wyrazami pewnego ciggu arytmetycznego (a,), gdzie
n=1lwktorym x =a;, y=a,4 1 Z = ays.

Oblicz liczby x, y, z. Zapisz obliczenia.
\ v

X) :3 y £ " “ag %eome}*awn 3. Korzystamy z wtasnosci ciggu geometrycznego
3.4 ) OuyQyg -0 dqgq wx»mdaow&

L 0 o
. o ko l" = = s Tas o g g O s
1. Korzystamy z informacji, ze jest x 3 4

OL‘ 0“1 9
to cigg arytmetyczny

2
* 04397 a, (a,t2%)

0\,44' o"( * 0“2.5 - /“Lf & O-AL+ GOL‘tr ¢’ = OA‘L-f.,?‘la"r => /|<?a4rr - 3«2—’0
O ¢ 0.44'5-(-(' a & = Uy 9K(02/a4'w)7o
30'4* 2% =My [:% 5. Tworzymy uktad (4) Q4+9(, 38 => 0»4;%,9(
rownanf i wyliczamy
Ot 3« % al oraz r (2) 9% (2a,-«)= 0 4| 6. Wyznaczamy a1
T W
7. Podstawiamy do (2) 9 [2(53-9‘)-,()_»0 -0 , o=
=0 v ¥6- Mx-<=0 Ov‘:ﬁg:x Q4=,2,:x
13- -3 4= % = Ay
i 1738 %= R
Q A

Trzy liczby, ktorych suma jest rowna 24, tworza cigg arytmetyczny. Po zwiekszeniu ich
odpowiednio o 4, 10 i 40 bedg w tej samej kolejnosci tworzyty cigg geometryczny.

Oblicz te trzy liczhy tworzgce cigg arytmetyczny. Zapisz obliczenia.

1. Wypisujemy dane z zadania 2. Wtasno$¢ ciqgu geometrycznego
b-c, b, b ST SN B 9
) P2)btnw 8 5+ A_:{&_ - Y8 ¢~ 1o Ag"':(Al»«)‘(qgw)
b + bt bar=Q4=> 2p=20=> b=§ S B
3. Upraszczamy to
8-~ 4\ y 8+M0 | &+x« O —o cige %o..omdxa,u.n
AL -~ 3 A8 ) U8 +~ dr

4. Po uproszczeniu kroku 3 otrzymujemy réwnanie kwadratowe

X D6 - 2520 = -4 Gog: (90, 8, -31)
Y 4
{5=48 5. Wynikiem sg dwie mozliwosci r=-42 lub r=6
o b6+ 48 =6 -6 48 _
’\/4’ 1‘ Ndj L - ’({2
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&3 SUBSCRIBE

Potrzebujesz wiecej przyktadéw? Zajrzyj na nasz kanat na yt :)

" Pani Joanna postanowita systematycznie oszczedzac i co miesiac na swoje subkonto
odktadac¢ pewna sume pieniedzy. Pierwszego czerwca 2020 roku wptacita 300 ziotych.
Pierwszego dnia kazdego kolejnego miesiaca wptacata o 25 zt wiecej niz w miesigcu
poprzednim.

Oblicz kwote, jaka pani Joanna wptacita na subkonto pierwszego czerwca 2022 roku.

Zapisz obliczenia.

1. al to pierwsza wptata, r to kazda kolejna wptata

o= 300 n=25 wiesio.c
i

= 25 Oy 7Ot e
O ° 300 +24-25 = 900

L

Oblicz, o ile wieksza kwote niz w miesigcu poprzednim pani Joanna powinna
odktada¢, aby pierwszego czerwca 2025 roku (uwzgledniajac rowniez wptate w tym
dniu) na subkoncie byla kwota 76 860 ziotych.

Zapisz obliczenia.

- da s (64-1)x _ 4 300+ 60r
56'{ 2l .6,{, 'T ‘6/(

600 (’60( -
- '64‘16860/564 -5 300 «30«= Al60
30« = 960/:30

=52
T

24

QTU
-V MATURA ==


https://www.youtube.com/watch?v=d7DvLPfek0o&t=4649s&ab_channel=tuMATURA
https://www.youtube.com/watch?v=d7DvLPfek0o&t=4649s&ab_channel=tuMATURA
https://www.youtube.com/watch?v=d7DvLPfek0o&t=4649s&ab_channel=tuMATURA
https://www.youtube.com/watch?v=d7DvLPfek0o&t=4649s&ab_channel=tuMATURA
https://www.youtube.com/watch?v=d7DvLPfek0o&t=4649s&ab_channel=tuMATURA

Twoja kolej, czyli zadania z CKE
STUDENCKI TIP OD NATI

( Potrzebujesz pomocy w rozwiqzaniu zadan?
Zapraszamy na naszego Discorda.
Z checig pomozemy! Materiaty mozesz
réwniez wydrukowaé
Q Zadanie 1.

Dane sg liczby: a = 2v2,b =4, ¢ = 4V2.

Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz jej
uzasadnienie sposroéd 1., 2. albo 3.

Liczby a, b oraz c tworza w podanej kolejnosci

] a+c
A. | cigg arytmetyczny, ’ =72
poniewaz 2. |p= G —Za)z
B. | ciag geometryczny, 3 |p2za-c
Q Zadanie 2.
Dany jest trzywyrazowy ciag geometryczny (24, 6, a—1). Stad wynika, ze
A a=> B. a=2 C. a=2 D. a=2
2 5 2 3
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Masz pytania? Napisz do
nas na instagramie!

Q Zadanie 3. ¥ TuMatura

oA,

O,

. . -2 . .
Dany jest ciag (a,) okreslony wzorem a, =STn dla n >1. Ciag ten jest

.. . 1
A. arytmetyczny 1jego roznica jest rowna r =——.
B. arytmetyczny i jego roznica jest rowna r =-2 .

S . 1
C. geometryczny i jego iloraz jest rowny g = 3

D. geometryczny i jego iloraz jest rowny ¢ = % .

Q Zadanie 4.
Wszystkie wyrazy ciagu geometrycznego (a, ), okreslonego dla n > 1, s dodatnie. Wyrazy tego
ciggu spelniajg warunek 6a, —5a, +a, =0. Oblicz iloraz g tego ciggu nalezacy do przedziatu

<2J§, W2).
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Materiaty mozesz
réwniez wydrukowac

Q Zadanie b.

Dany jest ciagg geometryczny (a,,), okreslony dla n=1, wktéorym g =2 , =22 s
a, = 42 . Wzbr na n-ty wyraz tego ciggu ma postac

A a=(2) B =j§
2 2
QZadonie 6.

Dany jest ciag geometryczny (a,), okreslony dla n>1. Wszystkie wyrazy tego ciagu sa

. L 1 L
dodatnie 1 spetniony jest warunek 5 r Iloraz tego ciagu jest rowny
a

A. B.

1
3

L
3
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Dziekujemy za wspdlng nauke. Mamy nadzieje,
ze zdobywanie wiedzy byto dla Ciebie
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@ Zadania maturalne

Zadania maturalne
Zadania maturalne

Zadania maturalne

Cieszymy sig, ze siegneliscie po nasze pomoce naukowe. Zyczymy Wam mitej nauki i
mamy nadzieje, ze nauka matematyki okaze sie dla Was przyjemnosciq. Piszcie do nas
$miato i korzystajcie z tuMATURY! Cieszymy sig, ze siegneliscie po nasze pomoce
naukowe. Zyczymy Wam mitej nauki i mamy nadziejg, ze nauka matematyki okaze sie dla
Was przyjemnosciqg. Piszcie do nas $§miato i korzystajcie z tuMATURY!
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